-ПРИЛОЖЕНИЕ  2

МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ВСТРЕЧНЫМИ

 ПОТОКАМИ ЗАЯВОК И СРЕДСТВ ОБРАБОТКИ

Рассмотрим одноканальную систему массового обслуживания (СМО), в которой заявки (требования) на обслуживание и средства их обработки образуют встречные взаимодействующие потоки. Средства обслуживания дискретны, т.е. представляют собой «кванты обработки», каждый из которых может обслужить ровно одну заявку. Результат взаимодействия пары «заявка—квант обработки» приводит к эффекту Е, размер которого определяется скалярной величиной (детерминированной или случайной). 

Опишем модель такой СМО для дискретного времени, разбивая ось времени на равные отрезки 
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 длиной 
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  каждый. На рис.  П.2.1. показана схема исследуемой СМО: в устройстве обработки УО происходит взаимодействие заявок и квантов обработки, Б1 и Б2  обозначают бункеры, в которых заявки и кванты обработки (соответственно) могут ожидать перехода в УО (если допускается образование их очередей), ПЗ и ПК — потоки заявок и квантов обработки.




Рис. П.2.1.  Схема системы массового обслуживания с встречными потоками

Взаимодействие заявки и кванта обработки происходит в том случае, если они оказываются в УО в одном  и том же отрезке времени 
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; при этом они аннигилируют, принося эффект Е, и рассматривается следующий отрезок времени 
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Обозначим состояние системы Ar,s(t), где r  и s — число заявок и квантов обработки, находящихся в момент t  в системе. Если обозначить объемы бункеров Б1 и Б2 ​ соответственно n1– 1 и  n2–1, то 
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. Заметим, что n1  и (или) n2  могут быть равными бесконечности, что соответствует случаям неограниченных очередей.
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Для определенности в последующих выкладках примем следующую схему последовательности событий на каждом отрезке времени (опуская индекс i ): в момент t  фиксируется состояние системы, в момент t+0 — поступление в УО из бункера Б2  или из потока Пк кванта обработки (если к этому моменту в УО такового нет, а в очереди или в потоке Пк — есть), в момент 
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 — поступление в УО заявки (при тех же условиях, что и для кванта обработки).

Потоки ПЗ и ПК  можно рассматривать как последовательности с.в.  
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 (соответственно), принимающих значение 0 , если на отрезке времени 
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 заявка (соответственно — квант обработки) не появилась, и значение 1 —  в противном случае.

Обозначим P{Xi =1}=p1(i), P{Yi=1}=p2(i) и будем полагать, что потоки ПЗ и ПК удовлетворяют следующим условиям:

а) ( настолько мало, что вероятности появления на отрезке времени 
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 более одной заявки или кванта обработки можно положить равными нулю (ординарность);

б) вероятности p1(i)  и p2(i)  не зависят от появления заявок и, соответственно, квантов обработки на других отрезках времени (отсутствие последействия); 

в) вероятности p1(i)  и p2(i)  не зависят от i: p1(i)= p1, p2(i)= p2  (стационарность).

Выполнение этих условий означает, что эти потоки представляют собой допредельные формы простых пуассоновских потоков событий. Будем полагать также, что эти потоки взаимно независимы. 

Сделанные предположения позволяют представить процесс функционирования рассматриваемой СМО как дискретную марковскую цепь, т.к. распределение вероятностей состояний системы в каждый момент времени вполне определяется её состоянием в предшествующий момент времени и переходными вероятностями, задаваемыми вероятностями p1 и p2. Независимость последних от состояния системы делает эту дискретную марковскую цепь к тому же однородной.

На первый взгляд, описываемый процесс является двумерным, поскольку его состояния определяются двумя индексами r  и s. Однако нетрудно видеть, что условие ординарности приводит к невозможности появления состояния системы Ars, для которого одновременно 
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, и состояния системы образуют линейную цепь (для момента времени t):
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 причем за один шаг система из каждого состояния может переходить только в соседние или сохранять прежнее состояние.

Обозначим 
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 — вероятности состояний системы в момент t и выпишем систему уравнений, связывающих эти вероятности для смежных моментов времени t и t + (  (читателю полезно получить эти уравнения самостоятельно, отталкиваясь от логических равенств, cвязывающих состояния системы в момент t+(  с её состояниями в момент t и с событиями, фиксирующими появление заявок и квантов обработки; при этом следует, конечно, учесть сделанные выше предположения о свойствах исследуемого процесса):
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При n1< (, n2< (  дискретная марковская цепь, соответствующая приведенной системе уравнений, эргодична и обладает стационарным предельным распределением вероятностей состояний, которое вычисляется, если положить Qr,s(t+()=Qr,s(t)=Qr,s. Получаемая в результате система  n1+n2  алгебраических уравнений  вместе с равенством
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позволяет рекуррентно вычислить значения вероятностей всех состояний системы в стационарном режиме:
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где 
[image: image18.wmf].
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Приведенные формулы получены при ограничениях на размеры очередей заявок (в бункере Б1) и квантов обработки (в бункере Б2); при полностью занятом бункере новые элементы соответствующего потока в систему не поступают. Интересны, однако, и случаи неограниченных очередей заявок и (или) квантов обработки.

Из полученных уравнений следует, что при n1= ( и n2= (  они не имеют ненулевого решения и марковская цепь становится неэргодичной, т.е. стационарное распределение вероятностей состояний СМО отсутствует (происходит неограниченный рост размера одной из очередей). Такой характер функционирования СМО не представляет практического интереса.

Пусть теперь не ограничена одна из очередей, например — очередь квантов обработки (т.е. n2 = (, n1 < (). Нетрудно убедиться, что в этом случае система эргодична и имеет ненулевое стационарное решение при условии  
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, т.е.  при p2 < p1. Аналогично при n1 =(, n2< (  условием эргодичности системы является неравенство p1< p2.

Приведенные соотношения для модели СМО с встречными потоками позволяют исследовать свойства и вычислить различные её характеристики, в том числе — вероятность q того, что за отрезок времени (t совершится обслуживание одной заявки, и м.о. получаемого от этого эффекта (:
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          (П.2.1)

где E — величина, выражающая эффект от обслуживания одной заявки (или м.о. этой величины, если она — случайная).

Нетрудно проверить, что первое равенство в (П.2.1) можно привести к виду
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выражающему вероятность того, что в отрезке времени (t на входе системы появится заявка и будет помещена в бункер Б1, который окажется не полностью занятым.

Совпадение результатов вычислений по формулам (П.2.1) и (П.2.2) имеет место, конечно, лишь для стационарного распределения состояний системы и при условии, что заявки, попавшие  бункер, не покидают его до обслуживания в УО  (которое нарушается, например, при приоритетном обслуживании заявок). 

В заключение укажем, что переход от рассмотренной модели  СМО с дискретным временем к модели с непрерывным временем осуществляется (при сделанных допущениях) путем предельного преобразования полученных соотношений при 
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где 
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1

l

l

,

 — интенсивности потоков заявок и квантов обработки, которые в результате предельного перехода становятся простыми пуассоновскими процессами. Получить конкретные формулы в результате указанного предельного перехода читатель может самостоятельно в качестве упражнения. 

Приведем лишь результат такого перехода для вероятности q и м.о. эффекта от обслуживания (, которые становятся бесконечно малыми величинами, поскольку соответствуют бесконечно малому времени. В связи с этим интерес представляют их производные по времени 
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                  (П.2.3 )

Первое из этих равенств можно записать в виде
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т.е. 
[image: image29.wmf]1
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 является интенсивностью потока обслуженных заявок, представляющего собой разреженный (с вероятностью pобсл) входной пуассоновский поток заявок и потому остающийся пуассоновским. Величина 
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 выражает собой интенсивность потока эффекта от обслуживания заявок; так, если Е — выручка активной стороны от заключения сделки с одной из заявок на сделку, то 
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- интенсивность потока выручки, получаемой фирмой от  обслуживания заявок. 
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