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МОДЕЛИ ПОТОКОВ  КОММЕРЧСКИХ    СДЕЛОК

Практически каждый вид коммерческой деятельности содержит в качестве своего элемента совокупность распределенных во времени деловых сделок. Это заставляет уделить должное внимание математическому описанию потоков коммерче​ских сделок, характер и свойства  которых определяются содержанием коммерческих операций. Далее последовательность сделок рассматривается как поток случайных событий, что позволяет применить к её описанию развитые методы теории т.н. точечных случайных процессов, представляющих собой последовательности событий, возникающих при случайных значениях аргумента (в наших приложениях — времени). Главными представителями таких процессов являются рассматриваемые ниже различные формы процесса Пуассона и процессов восстановления. 

Рассматривая сделку как событие в точечном процессе, мы интересуемся не только фактом её появления, но и получаемым от неё результатом. Это заставляет обратиться к взвешенным точечным процессам, у которых каждое событие обладает весом, т.е. числовой характеристикой (иногда — случайной), выражающей эффект от сделки (выручку, прибыль).

 В этой главе приведены основные факты из теории таких процессов, представляющие интерес для рассматриваемых приложений. При этом приходится считаться с тем, что в практике могут иметь место разнообразные варианты потоков сделок, различающиеся по распределению их во времени (на фиксированном, неограниченном или случайном временном интервале коммерческой операции), по характеру величины эффекта от сделки  (однородные и неоднородные потоки сделок с детерминированными и случайными значениями прибыли или выручки), по степени стационарности потоков сделок во времени, по характеру зависимости между сделками внутри потока и между их потоками. Различные комбинации этих свойств определяют выбор рассматриваемых здесь математических моделей потоков сделок.

§ 2.1. Простой пуассоновский процесс

Термины “сделка” и “взвешенное событие” (или просто событие, если это не вызывает недоразумений) будут далее обычно употребляться в совпадающем смысле. 

Предположим, что последовательность случайных (по моментам появления) событий, описывающая реализацию сделок во времени, удовлетворяет одновременно трем условиям, характеризующим поток сделок как точечный процесс (без учёта весов cделок):

1) стационарность: вероятность Pt,t+( (k)  появления ровно k событий в интервале времени 
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2) отсутствие последействия: для любого конечного набора непересекающихся интервалов времени 
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 число событий в них K1,  ..., Kn — независимые в совокупности с.в. ;

3) ординарность: вероятность появления более одного события в интервале времени 
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Такая последовательность событий носит название простейшего потока событий или простого пуассоновского процесса; последнее наименование вызвано тем, что число событий для любого интервала времени 
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в таком по​токе представ​ляет собой с.в. K
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 с распределением Пуассона:
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Это распределение полностью конкретизируется параметром 
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, одновременно равным м.о. и  дисперсии с.в. K
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выражающий м.о. числа событий в единицу времени, называется интенсивностью потока событий.

В тех случаях, когда с.в. X имеет распределение Пуассона, будет использоваться запись: 
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 — параметр распределения ( в (2.1) 
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Важной характеристикой распределения Пуассона является его устойчивость относительно суммирования независимых с.в., имеющих распределение этого типа. Указан​ное свойство выражается в следующих свойствах простейшего потока.

Пусть в интервале  времени    ((,() одновременно существуют n  независимых простейших потоков с интенсивностями  (i, 
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;  тогда общая сумма числа событий в этих потоках в указанном интервале времени    
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(Ki —  число событий в i-м потоке)  имеет распределение Пуассона с интенсивностью 
[image: image25.wmf]å

1

=

l

=

l

n

i

i

, т.е. с параметром 
[image: image26.wmf]θ

l

=

a

.

Подобный результат имеет место и в том случае, когда n простейших независимых потоков событий с интенсивностями 
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,  j = 1, ..., n, последовательно реализуютс​я на непересекающихся отрезках 
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 образующих интервал времени 
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. Суммарное число событий и в этом случае имеет распределение Пуассона с параметром 
[image: image31.wmf].

)

(

å

1

=

1

-

-

=

n

i

i

i

i

t

t

a

λ


Устойчивость распределения Пуассона проявляется  также в его сохранении (как типа распределения) при случайном “просеивании” простейшего потока событий. Пусть в простейшем потоке с интенсивностью 
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 каждое событие независимо от других с постоянной вероятностью p  сохраняется в потоке и с вероятностью 1–p  удаляется из него. Нетрудно установить, что в результате такого разрежения потока он сохраняет свойства простейшего и число событий в интервале времени 
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 — интенсивность нового потока событий. Следует при этом иметь в виду, что регулярное (неслучайное) удаление событий из простейшего потока (например, — каждого n-го события) лишает его свойств простейшего; число событий в новом потоке уже не будет описываться распределением Пуассона.

Приведенные выше свойства распределения Пуассона легко  проверяются с использованием его характеристической функции, которая равна
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Свойства простейшего потока событий можно равноценно описать как распределением числа событий в фиксированном интервале времени (т.е. распределением Пуассона), так и показательным распределением случайного интервала времени T между сосед​ними событиями, обладающим функцией распределения 
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и функцией плотности распределения (ф.п.р.)
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Здесь параметр 
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 имеет прежний смысл интенсивности потока событий; м.о. и дисперсия с.в. T  соответственно равны 
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. Характеристическая функция показательного распределения равна
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Показательное распределение не обладает свойством устойчивости: распределение суммы n независимых с.в., имеющих показательное распределение с параметром 
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, не является показательным, а принадлежит к классу гамма-распределений с плотностью
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где ((() — гамма-функция,
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 — параметры распределения, которые в нашем случае равны ( = n, ( = (, (гамма-распределение с такими параметрами носит название распределения Эрланга). Показательное распределение является частным случаем гамма-распределения при ( = 1, ( = (.
В математических моделях потоков сделок нередко приходится вычислять вероятности вида 
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В связи с этим напомним, что гамма-распределение при 
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 превращается в известное распределение 
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 с n степенями свободы. При n = 2k  ф.р. для этого распределения равна        
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         (2.3)
где второй член правой части, называемый интегралом вероятностей P(x; 2k) и табулированный в таблицах математической статистики, совпадает с (2.2), если положить  x = 
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§ 2.2. Взвешенный пуассоновский процесс

Простой пуассоновский процесс, у которого все события имеют одинаковый детерминированный вес v, мы будем называть  взвешенным простым пуассоновским процессом. Суммарный вес событий, происходящих  на интервале времени длиной(, равен с.в 
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которая, как нетрудно видеть, имеет х.ф., м.о. и дисперсию, равные соответственно
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§ 2.3. Нестационарный пуассоновский процесс

Простейший поток событий, представляя собой наиболее удобную ( в смысле математической простоты) модель последовательности сделок, далеко не всегда, однако, соответствует реальным  свойствам таких последовательностей. Так, реальные потоки сделок редко обладают стационарностью, что проявляется в зависимости от времени как их интенсивности, так и весов событий. Рассмотрим первый (наиболее существенный) тип нестационарности, полагая, для простоты, веса всех событий неизменными и равными единице.

 Отказ от требования стационарности потока событий приводит к моделям нестационарного пуассоновского процесса. 

Сформулированное выше требование стационарности простейшего потока событий означает постоянство его интенсивности ( и, следовательно, м.о. интервала времени между сделками MT. Пусть теперь это условие снимается и 
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— известная функция времени. Если эта функция кусочно-постоянна, т.е. принимает конечное число значений {
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}, то из свойства устойчивости распределения Пуассона следует, что число событий в конечном интервале времени 
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Переходя к общему случаю произвольной интегрируемой функции 
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, нетрудно в результате предельного перехода получить для распределения вероятностей числа событий на интервале [t1,t2 ) формулу
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т.е. распределение Пуассона с параметром 
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Иначе обстоит дело, если интенсивность 
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 сама является случайной функцией. Пусть, например, в самом простом случае интенсивность 
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 — случайная величина, принимающая на интервале времени 
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 с вероятностью p  или 
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 с вероятностью               q = 1–- p. Тогда  распределение числа событий в этом интервале времени (в предположении, что при каждом значении 
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 поток является простейшим) имеет вид
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(здесь 
[image: image80.wmf]1
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), т.е. процесс уже не является пуассоновским, представляя собой смесь двух пуассоновских процессов.

             § 2.4. Сложный пуассоновский процесс
Во всех рассмотренных выше потоках событий последние принимались детерминировано однородными, т.е. не отличались друг от друга по приносимому результату. Такая однородность распространялась, естественно,  и на сделки, которым соответствовали этим событиям. Поэтому рассмотренные модели применимы в тех случаях, когда коммерческие операции содержат сделки, приносящие одинаковый эффект, выражаемый обычно прибылью или выручкой. Реальные коммерческие операции редко, однако, обладают такой однородностью: сделки, заключаемые банками и страховыми компаниями, отличаются существенным разнообразием по доходности. Даже однотоварные торговые операции могут содержать неоднородные сделки (например, —  при оптовом сбыте).

Математической моделью потока неоднородных сделок при определенных условиях может служить описанный ниже процесс. 

Пусть, как и ранее, события образуют простейший поток, но каждое i-е событие обладает индивидуальным весом Vi. Если эти веса — независимые в совокупности с.в. с одинаковым  независящим от времени и от числа событий распределением, то такой поток событий представляет собой т.н. сложный пуассоновский процесс.
Теперь суммарный вес событий, происшедших в интервале времени длиной (, равен
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и представляет собой сумму случайного числа K
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 случайных величин Vi с распределениями: 
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(здесь 
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Нетрудно убедиться, что полученное равенство представляет собой производящую функцию (п.ф.) распределения Пуассона:
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Полученная х.ф. может служить определением сложного распределения Пуассона. Хотя, как известно, между характеристическими функциями и функциями распределения  случайных величин существует взаимно однозначное соответствие,  воспользоваться этим фактом для восстановления ф.р. с.в. 
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В нашем случае 
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    — начальные моменты первого и второго порядка с.в. V, вычисляемые по распределению 
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При дискретном распределении с.в. V, заданном вероятностями 
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Полезно убедиться, что в рассматриваемом случае дискретного распределения с.в. V характеристическая функция, а следовательно и распределение с.в. 
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 совпадают с х.ф. и распределением случайной величины, представляющей собой сумму n случайных величин 
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, каждая из которых равна суммарному весу одного из n независимых взвешенных простых пуассоновских процессов, события в которых имеют, соответственно, вес 
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Действительно, рассмотрим n  таких потоков, приписав им интенсивности, равные 
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после чего для х.ф. суммы 
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что совпадает с (2.6 ) и означает тождественность распределений с.в. ​
[image: image117.wmf]S

V

 и 
[image: image118.wmf].

~

S

V


§ 2.5. Процессы восстановления. Простой       процесс восстановления

Отступая в той или иной мере от требований стационарности и ординарности случайных процессов, используемых в качестве моделей коммерческих сделок, мы постоянно полагали, что они удовлетворяют условию отсутствия последействия, которое, создавая существенные математические удобства, нередко не согласуется с реальностью. Действительно, это свойство процесса, соответствующее показательному закону распределения интервала между событиями, исчезает при других законах  распределения, которыми может обладать эта с.в. Здесь будет рассмотрен класс точечных     случайных процессов, для которых требование отсутствия последействия заменяется менее строгим условием независимости (в совокупности) интервалов между событиями (почему второе условие слабее первого читателю полезно вспомнить самостоятельно). 

Такие процессы носят название процессов восстановления (что отражает широкое применение процессов этого класса в математической теории надежности). 
Ниже приведены основные положения теории процессов восстановления, представляющие для нас интерес (подробнее — см., например, (4(). 

Рассмотрим поток однородных событий, интервалы времени между которыми образуют последовательность 
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равная числу событий в интервале времени 
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 и рассматриваемая как функция t, называется процессом восстановления (п.в.) 
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Найдем распределение п.в. K(t) при фиксированном t, т.е. ф.р. 
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где 
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 т.е. свертка k  функций распределения FT(t), которая, как известно, может быть получена из рекуррентного равенства 


[image: image129.wmf],

)

(

)

(

)

(

0

1

1

ò

-

=

-

t

k

k

x

dG

x

t

G

t

G


(здесь G1(x) = FT(x)).

Отсюда получим
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В некоторых случаях для вычисления ф.р. Gk(t)  (и, следовательно, FK(k;t)) удобно использовать х.ф. 
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Из (2.7) следует:
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Функция математического ожидания п.в. вычисляется по формуле 
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Когда интервал времени [0,t)  велик относительно среднего значения промежутка времени между событиями T, т.е. если коммерческая операция представляет собой последовательность большого числа сделок, можно использовать асимптотические свойства процесса восстановления, которые находят выражение в законе больших чисел и в предельной теореме, принимающих здесь следующие формы. 

Пусть интервал между событиями имеет ограниченное м.о.: MT = a <
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Действительно, пусть ( > 0  и t, возрастая, пробегает значения, для которых 
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где 
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Но согласно закону больших чисел в форме Хинчина при N
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т.е. для 
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что соответствует (2.8).

Центральная предельная теорема для процесса восстановления состоит в следующем утверждении. Пусть существует конечная дисперсия DT= 
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 интервала времени между событиями T. Тогда при  
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Доказательство этого факта вытекает из очевидного равенства
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Согласно центральной предельной теореме
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При каждом фиксированном x величины t и k связаны равенством 
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Подставляя это выражение для k в (2.10), после несложных преобразований получим (2.9). 

Приведенный результат позволяет аппроксимировать распределение с.в. K(t)  при достаточно больших t нормальным (гауссовским) распределением, т.е. полагать  
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В качестве моделей потоков сделок обычно фигурируют взвешенные процессы восстановления. Если все сделки имеют одинаковый неслучайный вес v, то, как нетрудно убедиться, суммарный вес сделок 
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, осуществленных за достаточно большое время, имеет распределение, близкое к нормальному:
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§ 2.6. Сложный процесс восстановления      
По аналогии с сложным пуассоновским процессом, сложный процесс восстановления (с.п.в.) отличается от простого п.в. неоднородностью событий: событиям теперь приписываются “веса”, т.е. значения независимых в совокупности случайных величин Vi, имеющих одинаковое для всех событий ( т.е. независимое от номера события i ) распределение (ф.р.) 
[image: image162.wmf]),
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 Ясно, что сложный пуассоновский процесс представляет собой частный случай сложного процесса восстановления (при показательном распределении интервала времени между событиями).

Основная задача состоит, как и прежде, в получении распределения с.в. 
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, равной сумме весов Vi событий, происходящих на интервале времени [0,t).

Повторяя выкладки, приведенные для сложного пуассоновского процесса ( см. (2.4) и (2.5)), получим
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где, однако, 
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 — производящая функция не распределения Пуассона, а распределения числа событий в процессе восстановления K(t). Соотношение (2.11) позволяет сравнительно легко выражать моменты распределения с.в. 
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 через моменты распределений с.в. V  и  K, в частности
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Однако, как и в случае сложного распределения Пуассона, использовать (2.11) для выражения ф.р. в аналитической форме в общем случае  не удается.

Следует также заметить, что, в отличие от сложного пуассоновского процесса, сложный процесс восстановления в общем случае не представим в виде суперпозиции взвешенных простых процессов восстановления.

При достаточно больших интервалах наблюдения [0,t) (в сравнении с средним интервалом времени между событиями) применима предельная теорема, позволяющая аппроксимировать распределение с.в. 
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 нормальным распределением.

Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Образуем для фиксированного k  случайную величину Sk :
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Согласно центральной предельной теореме
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В нашем случае, однако, k —  реализация с.в. K=K(t), и задача заключается в выяснении асимптотического поведения SK  при t
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, имея в виду, что K —  с.в., распределение которой зависит от t  и задается вероятностями
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Рассмотрим с.в.
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в которой K, в отличие от k  в  Sk, является с.в. с распределением (2.13); для каждого фиксированного K=k обозначим 
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Задача состоит в проверке сходимости для 
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Перепишем это соотношение в виде
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Предположим, что распределение вероятностей (2.13) удовлетворяет условию: для 
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и для  Δ(x, t)  получим
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Допустим далее, что с.в. V  обладает абсолютным начальным моментом третьего порядка 
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 (и, следовательно, моментами низших порядков и абсолютным центральным моментом 
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 Если одновременно для данного k0  выбрать t0, удовлетворяющее (2.15), то 
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 произвольно, т.е. для 
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Следовательно, при достаточно большом t  можно приближенно полагать
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где MV( и  DV( находятся из (2.12).

Проверим выполнение условия (2.15), которое может быть записано в виде:

для 
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Но для процесса восстановления (и простого, и сложного) справедливо равенство
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и , поскольку при t
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 условие (2.15) выполняется всегда, и достаточным условием для выполнения (2.14) является существование третьего момента.

Заметим, что, не обладая детерминированной однородностью, рассмотренный сложный процесс восстановления ( в том числе и пуассоновский) является стохастически однородным, поскольку все образующие его события имеют одинаково распределенные веса.

§ 2.7. Многомерные (параллельные) потоки  событий-сделок
Итак, до сих пор мы рассматривали отдельный поток стохастически однородных событий, представлявший собой модель потока однотипных сделок (например, — продаж в однотоварной торговой операции). Чаще, однако, коммерческие операции реализуются в виде ряда параллельных потоков сделок, отличающихся друг от друга как по типу сделок, так и по интенсивности (многотоварные торговые операции, кредитные банковские операции по различным классам ссуд и т.д.). Совокупность параллельных потоков событий будут далее именоваться многомерными потоками событий (м.п.с.), а моделируемые ими коммерческие операции — многокомпонентными коммерческими  операциями (м.к.о.).
Необходимость их рассмотрения возникает при  решении таких задач, как оптимизация торгового ассортимента, кредитного портфеля банка и т.п. Особый интерес (и сложность для анализа) представляют случаи взаимозависимых потоков событий-сделок. Начнем, однако, с м.п.с., в которых связь между потоками отсутствует.

§ 2.7.1. Независимые потоки событий

. 

Независимость потоков событий, образующих м.п.с., означает независимость с.в., описывающих каждый поток событий (интервал между событиями T, вес события V) от таких же с.в. других потоков. 

Выше уже было показано, что сумма n  независимых взвешенных простых пуассоновских процессов, образующих м.п.с.  эквивалентны по суммарному весу сложному процессу  Пуассона с однозначно определенными интенсивностью и распределением веса событий. Аналогично можно показать, что сумма n  независимых сложных пуассоновских процессов эквивалентна одному сложному процессу Пуассона, характеристики которого определяются характеристиками суммируемых процессов.

Действительно, пусть интенсивности слагаемых процессов равны 
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, а веса их событий Vr  имеют х.ф. 
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 Тогда суммарный вес событий в объединенном потоке 
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, равный сумме суммарных весов 
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 имеет х.ф. (ср. (2.6))
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что соответствует сложному пуассоновскому процессу с параметром 
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 и с х.ф. веса события V, равной
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Полученное выражение для х.ф. суммарного веса событий (на практике, например, —  суммарной прибыли от многомерного потока сделок), хотя и не приводит обычно к простому выражению для распределения этой с.в., позволяет иногда  сравнительно просто вычислять её моменты (если имеется достаточно полная статистика для отдельных потоков событий, входящих в м.п.с.).

             § 2.7.2. Зависимые потоки событий 

Значение и необходимость учета зависимости между потоками событий-сделок определяются решаемой задачей и используемым критерием оптимальности коммерческой операции. Пусть, например, задача состоит в прогнозировании суммарной прибыли в n  параллельных потоках сделок для оценки оптимальности коммерческой операции по критерию К0гр, т.е. по величине математического ожидания прибыли (без ограничения риска). В этом простейшем случае учет зависимости между значениями прибыли, получаемой в отдельных потоках, не имеет смысла, поскольку м.о. суммы случайных величин всегда равна сумме их м.о. 

Иначе обстоит дело, если критерий содержит ограничение на риск, т.к. для его вычисления необходимо знать распределение общей суммарной прибыли, которое зависит от величины и характера взаимосвязи между значениями прибыли, приносимыми отдельными потоками сделок. Игнорирование этой связи (количественная оценка которой требует дополнительных мероприятий по сбору статистических данных) может привести к искаженным оценкам размера риска коммерческих операций и к ошибкам при решении таких задач, как оптимизация ассортимента товаров и услуг или кредитного портфеля банка. 

При исследованиях и моделировании потоков сделок следует исходить из содержательного анализа конкретных возможных причин возникновения зависимостей между ними, поскольку общий формальный подход к этому вопросу весьма сложен и мало продуктивен.

Среди этих причин наиболее существенными представляются следующие:

а) общая зависимость параметров потоков событий (в первую очередь — их интенсивности) от внешних факторов — состояния товарного и финансового рынков, погодных условий, сезонных факторов и т.п.;  

б) непосредственная связь между параметрами потоков событий, обусловленная, например, конкуренцией между товарами или взаимным стимулированием их сбыта;

в) непосредственная связь между событиями - сделками, выражающаяся, например, в высокой вероятности покупки сопутствующего товара в момент приобретения основного.

Первые два механизма возникновения связи между потоками событий можно объединить как зависимость по параметрам потоков (обычно — по их интенсивностям). Опишем модели такой зависимости для случая двух взвешенных простых пуассоновских потоков событий с весами v1 ​ и v2 и интенсивностями 
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 и 
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. Пусть последние представляют собой случайные величины с совместной ф.р.  F
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. Общий для обоих потоков суммарный вес событий, происходящих на интервале времени 
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 где K1 и K2 — число событий в первом и втором потоках на указанном интервале времени. Совместное распределение с.в. K1 и K2  зависит от значений 
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 и 
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, причем распределение K1  непосредственно зависит только от 
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, а K2 — только от
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М.о. величины  
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 равно
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как при зависимых, так и независимых 
[image: image225.wmf]1
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 и 
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. Этим подтверждается тот факт, что при использовании в качестве критерия оптимальности коммерческой операции только м.о. прибыли (при 
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) зависимость между интенсивностями потоков не играет роли.

Если же критерий оптимальности включает ограничение на риск, то размер риска определяется распределением с.в. 
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, которое, в свою очередь, зависит от совместного распределения с.в. K1 и K2., зависящего от связи между 
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 и 
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Эта зависимость может быть выражена следующими соотношениями. Пусть 
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 и 
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 — непрерывно распределенные с.в. с совместной ф.п.р. f (
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Предположим теперь, что с.в. 
[image: image236.wmf]1
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 и 
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 зависят от внешнего фактора X с ф.р. F(x),  причем непосредственной зависимости между 
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и, как нетрудно видеть,
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в то время как для независимых потоков    
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При непосредственной зависимости между интенсивностями потоков имеем:
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и все сказанное выше сохраняет смысл.

Частной, но практически интересной схемой зависимости потоков событий является их связь, возникающая в результате “расщепления” порождающего их исходного потока на два (возможно, — и более) “конкурирующих” потоков.

Пусть исходный пуассоновский поток событий имеет интенсивность λ, которая представляет собой, вообще говоря, случайную величину, но на интервале наблюдения 
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остается постоянной. Предположим, к примеру, что исходный поток порождает два взвешенных пуассоновских потока с интенсивностями 
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и с весами событий, равными v1  и  v2  (p —  вероятность включения события из исходного потока в первый поток,     1– p — вероятность его включения во второй поток). При фиксированных 
[image: image250.wmf]l

 и p  исходный поток представим как сложный пуассоновский процесс с интенсивностью 
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 и случайным весом V каждого события с распределением
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характеристическая функция с.в. 
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 для этого процесса равна
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Для практики интересны модели описанного типа, когда 
[image: image255.wmf]l

 и  p  связаны с v1   и v2  зависимостями 
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Рассмотрим  теперь модель с непосредственной связью между событиями, принадлежащими различным потокам, что соответствует третьему из указанных выше механизмов возникновения зависимости между ними.

Одна из возможных схем такой зависимости соответствует случаю, когда каждое событие в одном из потоков событий с определенной вероятностью p инициирует осуществление события в другом или в других потоках событий (так, например, покупка компьютера стимулирует одновременную покупку сопутствующей аппаратуры и специальных программных срелств).

Рассматривая для простоты пару таким образом связанных потоков, назовем первый из них “ведущим”, а второй — “ведомым” потоками событий. Полагая, что ведущий поток является взвешенным пуассоновским процессом с неслучайными  весом v1 и интенсивностью 
[image: image258.wmf]l

, а вероятность стимулирования им событий во втором потоке равна p, получим, что ведомый поток также является пуассоновским с интенсивностью 
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p ; пусть он также является взвешенным с весом v2 . Общий для двух потоков суммарный вес 
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 событий. происходящих за интервал времени длиной θ является случайной величиной и равен
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где K1, K2 —- числа событий за время (  в первом и втором потоках, имеющих, как нетрудно видеть, совместное распределение 
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 (2.17)

Из (2.16) и (2.17) находится распределение 
[image: image263.wmf]S

V

:


[image: image264.wmf]),

(

ью

вероятност

с

2

1

2

2

1

1

+

=

k

.

k

p

k

v

k

v

V

S

 
[image: image265.wmf],

,

k

¥

0

=

1

   
[image: image266.wmf].

k

,

k

2

2

0

=


Заметим, что рассмотренная пара зависимых потоков представима одним сложным пуассоновским потоком событий, в котором вес представляет собой случайную величину, принимающую значения v1 и v1 + v2  с вероятностями, соответственно, 1 –  p  и   p.  С другой стороны, этот сложный пуассоновский процесс представим в виде двух независимых взвешенных простых пуассоновских процессов с интенсивностями   
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 и  λ p  и  с    весами, соответственно, v1 и v1 + v2. Проверить все сказанное с помощью характеристических функций читатель может самостоятельно.

             § 2.8.  Метод приведенного времени

Важной (и практически неизбежной) особенностью реальных потоков коммерческих сделок является их нестационарность по интенсивности, т.е. по распределению интервала времени между сделками и, следовательно, по среднему значению этого интервала, 

При анализе коммерческих операций эта нестационарность сама может являться предметом анализа (например — при исследовании зависимости спроса на товар от тех или иных управляющих воздействий на торговый процесс). Однако во многих случаях она содержит компоненты, мешающие такому анализу, поскольку они вызваны факторами, не имеющими отношения к его целям. К этим факторам, в частности, могут иногда относиться такие причины нестационарности процессов, как сезонная и календарная нестационарность потоков сделок, их зависимость от общих экономических факторов и т.п.

Для повышения эффективности целевого анализа коммерческих операций желательно снижение влияния подобных факторов на исследуемый процесс путем уменьшения вызываемой ими его нестационарности. Одним из возможных методов решения этой задачи является метод приведенного времени, который рассматривается ниже как средство компенсации, например, нестационарности циклического типа ( сезонного и календарного происхождения).

Смысл этого метода заключается в таком плавающем изменении масштаба времени, в результате которого в исследуемом процессе исчезает (на практике — снижается) нестационарность, вызываемая указанными факторами. В общей постановке эта процедура состоит в следующем. 

Пусть на интервале времени 
[image: image268.wmf][
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 наблюдается неодно​родный пуассоновский процесс с интенсивностью λ =λ(t).

 Наряду с реальным временем t рассмотрим приведенное время 
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 которое связано с реальным временем равенством
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которое означает, что приведенное время «замедляется», когда интенсивность процесса растет  (здесь время приводится к моменту t = 0 , хотя последний может быть выбран произвольно). Из (2.18) следует
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Переход от реального к приведенному времени делает наблюдаемый процесс (например, — процесс продаж товара) стационарным с интенсивностью 
[image: image272.wmf]l

(tприв), где  tприв - момент, к которому приводится время 
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 (в нашем случае tприв= 0). 

Сказанное имеет силу, конечно, если функция 
[image: image274.wmf])
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 точно известна, т.е. в приложении к торговому процессу выражает только, например, календарное колебание спроса на товар и, к тому же, оценена по ретроспективным данным с высокой точностью. В этом случае интервалы времени между покупками, выраженные в приведенном времени на интервале 
[image: image275.wmf][
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, имеют показательное распределение с интенсивностью 
[image: image276.wmf])
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, не подверженной календарным колебаниям и, потому, являющейся более объективной характеристикой покупательского спроса на данный товар. Если нестационарность процесса вызвана не только причинами сезонного или календарного происхождения, но содержит и компоненты, представляющие предмет анализа, переход к приведенному времени облегчает этот анализ.

Рассмотрим несколько примеров применения описанного метода.

Пример 1. Рассмотрим задачу оценки спроса на товар по среднему значению времени продажи T , т.е. м.о. интервала времени между поступлением в продажу и покупкой его отдельного экземпляра. Имеется в виду, следовательно, поштучная продажа товара одного типа. Если время продажи имеет порядок нескольких дней и более, при его оценке необходимо учитывать календарные (а возможно — и сезонные) колебания интенсивности процесса продаж, которые не связаны с заинтересованностью покупателей в данном товаре и должны быть, по возможности, исключены из анализа. Применим с этой целью метод приведенного времени по следующей схеме.

Пусть по накопленным (ретроспективным) данным получены выборки числа покупок товара данного типа для разных дней недели (ограничимся для простоты учетом только календарных вариаций процесса продаж). Эти выборки позволяют оценить средние значения интенсивности потоков продаж для каждого i-го дня недели 
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 n — число рабочих дней в неделе. Принимая, например, первый день недели за базовый, находим согласно (2.19) значения приведенного времени для любого отрезка реального времени 
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Используя последнее соотношение, можно вычислять значения 
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приведенного времени продажи 
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 каждого экземпляра товара по формуле
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где 
[image: image284.wmf]i
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 —  время, в течение которого данный экземпляр товара находился в продаже в i-й день недели.

Слабым местом описанного способа вычисления приведенного времени продажи является предположение (по умолчанию) об отсутствии тренда процесса продаж на этапе сбора данных для оценки значений 
[image: image285.wmf]i
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, учет которого достаточно сложен. Более оправданным является предположение о слабой изменчивости (например, — от недели к неделе) отношений 
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 (для 
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)  которые могут быть оценены по тем же ретроспективным данным; вычисление приведенного времени выполняется по приведенным выше формулам с заменой отношений 
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 на 
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Заметим, что оценки 
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 могут быть использованы для вычислений оценок 
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 (i >1) по оценке (1: 
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 Пример 2. Иной подход к применению метода приведенного времени состоит в оценке сезонных и календарных изменений интенсивности потока сделок по связанному с ним другому наблюдаемому процессу, имеющим также сезонные и календарные колебания. Применительно к торговым операциям таким наблюдаемым процессом может служить поток посетителей магазина. 

Обозначим N  и K число посетителей и число сделок (продаж) соответственно, отнесенные к единице времени (например, — к одному дню). Имея выборку пар значений этих величин (n, k), можно построить регрессионную зависимость: 
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которая при текущем измерении числа N позволяет оценить значения интенсивности потока продаж 
[image: image294.wmf]i
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 для каждого i-го дня:
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— прогнозируемое или зафиксированное число посетителей магазина в i-й день); вычисляемые таким образом значения 
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используются далее по описанной выше схеме для вычисления приведенного времени.

В рассматриваемых ниже моделях потоков сделок обычно фигурирует (по умолчанию) приведенное время. 

В главе 5 вопрос о применении приведенного времени рассматривается с несколько иной точки зрения.
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